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Los numeros naturales, multiplos, divisores, minimo comun multiplo y maximo comun divisor
constituyen fundamentos esenciales en las matematicas. En esta unidad didactica exploraremos
las propiedades y aplicaciones de estos conceptos en diversos problemas y situaciones.

Analizaremos los numeros naturales, los multiplos y los divisores, asicomo las reglas y propiedades
que los caracterizan. Conoceremos las técnicas para identificar y calcular los multiplos y divisores
de un numero y aprenderemos como utilizarlos en la resolucién de problemas matematicos.

Al trabajar esta unidad dominaras las habilidades necesarias para trabajar con numeros
naturales, multiplos y divisores de forma correcta. Conoceras las estrategias para encontrar
el minimo comun multiplo y el maximo comun divisor de dos 0 mas numeros, y comprenderas
como utilizar estas herramientas en la simplificacion de fracciones, la resolucion de problemas
de division y la optimizacidn de operaciones numeéricas.
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Objetivos

e Conocer y manejar elementos matematicos basicos, como son los numeros naturales,
multiplos, divisores, minimo comun multiplo y maximo comun divisor.

e Realizar célculos en los que intervengan distintos tipos de numeros naturales, aplicando las
cuatro operaciones basicas.

e |dentificar y calcular el minimo comun multiplo y el maximo comun divisor de dos 0 mas
numeros.

e Resolver problemas asociados a situaciones de la vida cotidiana mediante la aplicacién
practica de la divisibilidad y uso del minimo comun multiplo y maximo comun divisor.
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UD1: Numeros naturales

1. SISTEMA POSICIONAL DE NUMERACION DECIMAL.

1.1. UNIDADES, DECENAS Y CENTENAS.

El sistema de numeracion decimal es el sistema numérico que utilizamos en nuestro dia a dia.
Es muy importante ya que nos ayuda a contar, medir y entender diferentes elementos de nuestra
vida cotidiana.

En este sistema, utilizamos diez simbolos diferentes con los que se representan los niumeros:
0,1,2, 3,4,5, 6,7 8y 9. Cada uno de estos numeros tiene un valor y, al combinarlos,
conseguimos nuevas formas de contar. De hecho, el sistema decimal permite un numero infinito
de combinaciones, por lo que nos permite utilizarlo para cualquier cantidad.

Los elementos fundamentales del sistema posicional son las unidades, decenas y centenas.
Son términos que utilizamos para organizar y contar los numeros en el sistema decimal.

e La unidad es el numero mas pequeno que existe. Representa un solo objeto o elemento.
Por ejemplo, una Unica manzana representaria una unidad. La unidad se representa con
el numero 1. Si tienes dos manzanas, tendrias dos unidades. Si tienes tres manzanas,
tendrias tres unidades. Y asi sucesivamente. Por ejemplo, si tuviéramos cinco manzanas,
tendriamos cinco unidades y lo representariamos con el numero 5.

e En segundo lugar, tenemos las decenas. Una decena es igual a diez unidades. Una
decena de manzanas es equivalente un grupo de diez manzanas. Para representar una
decena, utilizamos el numero 10. Por tanto, 10 manzanas serian una decena. Si tuviéramos
20 manzanas, seria igual a dos decenas porque hay dos grupos de diez manzanas. Y se
representarian con el numero 20.

e Por ultimo, tenemos las centenas. Una centena es igual a cien unidades o, lo que es lo
mismo, diez decenas. Un recipiente en el que hay 100 lapices contiene una centena de
|lapices. Para representar una centena utilizamos el numero 100.
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Siguiendo el ejemplo anterior, 100 manzanas serian equivalentes a una centena de manzanas.
&Y 300 manzanas? Esto seria igual a tres centenas porque tenemos tres grupos de cien
manzanas. En ese caso, utilizariamos el numero 300 para representar tres centenas.

Importante
Cada digito tiene un valor unico pero su valor cambia
dependiendo de su posicion en el numero.

Por ejemplo, consideremos el numero 524. En este caso, el digito 4 se encuentra en la posicion de
las unidades, el digito 2 en la posicidn de las decenas y el digito 5 en la posicidon de las centenas.
Para determinar el valor total de este numero, multiplicamos cada digito por la potencia de diez
correspondiente a su posicion y, a continuacién, sumamos los resultados. Es decir aplicariamos
este célculo:

(5 x 100)+ (2 x 10)+ (4 x 1)= 500 + 20 + 4 = 524

Imagina que tienes una caja con 5 caramelos. Eso seria igual a 5 unidades. Pero si tienes 20
caramelos, seria igual a 2 decenas porque tienes dos grupos de diez caramelos. Si tienes 150
caramelos, seria igual a 1 centena y 5 decenas, porque tienes una caja llena de cien caramelos
y otros cinco grupos de diez caramelos.

Este sistema tiene una amplia variedad de aplicaciones. Al realizar la compra, utilizas el sistema
decimal para contar el dinero. Por ejemplo, si tienes 3 billetes de 10 euros tendrias 30 euros, es
decir, estds sumando tres decenas de euros.

También se puede emplear para cuantificar algo. Por ejemplo, para medir el tiempo se utiliza el
sistema decimal. En este caso, una hora completa equivale a 60 minutos o, o que es lo mismo,
6 decenas de minutos. Y 30 minutos equivaldrian a 30 unidades de minutos.

El sistema decimal también se utiliza en las matematicas para hacer calculos. Nos permite sumar,
restar, multiplicar y dividir. Por ejemplo, si tienes 2 decenas de manzanas y te regalan 3 unidades
de manzanas, tendrias un total de 13 manzanas.
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2. NUMEROS NATURALES.

2.1. REPRESENTACION Y COMPARACION DE NUMEROS NATURALES.

La representacion y comparacion de numeros naturales es una herramienta importante para
las matematicas, ya que nos permite comprender y trabajar con cantidades y magnitudes.
Comencemos definiendo qué son los numeros naturales.

Como hemos visto anteriormente, los numeros naturales son aquellos que son usados para
contar.

Para la representacion de los numeros naturales se utilizan los simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9. Es decir, para representar los numeros naturales se aplica el sistema de numeracion
decimal utilizando estos diez numeros y combinandolos para formar nuevos numeros.

En funcién de su posicidn, poseeran un valor distinto. En general, cuanto mas a la izquierda se
encuentre un numero, mayor valor tendra, ya que se multiplica por 10 por cada posicion que se
incremente hacia la izquierda, respecto del primer numero en ese mismo lado.

Por ejemplo, en el numero 543:

e El 5, al ocupar la tercera posicidn, equivale a multiplicarlo por 10 dos veces, es decir,
equivale al numero 500.

e El 4, al ocupar la segunda posicion, equivale a multiplicarlo por 10 una vez, es decir, equivale
al numero 40.

e El| 3 se mantendria tal cual.

Para saber si un numero natural es mayor que otro se utiliza la comparacion. Para comparar
dos numeros se comienza observando el valor de las cifras en la posicion mas a la izquierda.
En caso de ser diferentes, el numero con la cifra mas grande en esa posicion es el mayor. Si
son iguales, se continlia comparando las cifras en la siguiente posicion hacia la derecha. Este
proceso se repite hasta que se encuentra una diferencia o se llega al final de los numeros. En
caso de que todas las cifras sean iguales, los numeros son iguales. De lo contrario, el nUmero
con la cifra mas alta en la primera posicion diferente es el mayor.
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Por ejemplo, si estamos comparando los numeros 568 y 732, podemos ver que el numero 7 en la
posicion mas a la izquierda del numero 732 es mayor que el 5 en la misma posicién del numero
568. Por lo tanto, podemos concluir que 732 es mayor que 568.

0,

Importante
La representacion y comparacién de numeros naturales nos permite realizar
operaciones aritméticas, es decir, sumar, restar, multiplicar y dividir.

La comparacion de numeros esta basada en las siguientes propiedades:

Propiedad de tricotomia.

Propiedad de transitividad.

Propiedad de reflexividad.

Propiedad de antisimetria.

Propiedad de transitividad estricta.

Propiedades de comparacion de niumeros naturales.

Estas propiedades ayudan a garantizar que las comparaciones entre los niumeros naturales se
realicen de forma correcta. Permiten establecer un orden claro entre los numeros y, por tanto, la
resolucion de los diferentes problemas matematicos de forma precisa.

2.2. OPERACIONES BASICAS CON NUMEROS NATURALES.

Las operaciones basicas con numeros naturales son acciones matematicas que nos permiten
emplear los numeros naturales en una amplia variedad de problemas que encontramos en la
vida cotidiana y adaptar estos numeros a diferentes situaciones.
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Las operaciones con numeros reales cumplen una serie de propiedades que nos permiten
operar con ellos. Las mas importantes son las siguientes:

Propiedad conmutativa.

Propiedad asociativa.

Propiedad distributiva.

Elemento neutro.

Propiedades para operar de los nUmeros naturales.

A continuacion, describiremos en qué consiste cada una de ellas:

1. Propiedad conmutativa: El orden de los elementos no afecta al resultado de la operacion.
En otras palabras, para la suma y la multiplicaciéon, se cumplequea+b=b+a.Yaxb=
b x a. Por ejemplo, 3 + 5esigualque 5+ 3. Y 2 x4 esigual a4 x 2.

2. Propiedad asociativa: Esta propiedad establece que la forma en que se agrupan los
elementos no afecta el resultado de la operacion. En otras palabras, para la suma vy la
multiplicacién, se cumpleque @+ b)+c=a+(b+c)y(axb)x c=ax (b x c). Porejemplo,
R+3)+4esiguala2+(3+4)y(@2x3)x4esiguala2 x (3 x4).

3. Propiedad distributiva: Esta propiedad establece la relacion entre la suma y la multiplicacion.
Se cumple que a x (b + ¢) = (a x b) + (a x ¢). Por ejemplo, 2 x (3 + 4) esigual a (2 x 3) + (2 x 4).

4. Elemento neutro de la suma y la multiplicacion: La suma tiene un elemento neutro que es
el numero cero (0), ya que a + 0 = a para cualquier niumero natural a. La multiplicacion tiene un
elemento neutro que es el numero uno (1), ya que a x 1 = a para cualquier numero natural a.

Recuerda
Las propiedades conmutativa, asociativa, distributiva y de elemento neutro, nos
permiten realizar las operaciones con los numeros naturales, asi como simplificar
sus expresiones y garantizar que los resultados obtenidos sean validos.
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Las operaciones basicas principales son:

Multiplicacion.

Operaciones bdsicas con nimeros naturales.

Veamos en qué consiste cada una de estas operaciones:

1. Suma: La suma es una operacion que combina dos 0 mas numeros para obtener un total.
Es un proceso de agregar cantidades. Por ejemplo, si tenemos los numeros naturales 3y 5,
la suma de estos niumeros es 3 + 5 = 8.

En la suma, los numeros se llaman sumandos y el resultado se llama suma o total.

La suma se realiza alineando las cifras en las mismas posiciones y sumando las cifras
correspondientes de derecha a izquierda.

La suma también cumple con las siguientes propiedades:

- Propiedad conmutativa: El orden de los sumandos no afecta el resultado.
- Propiedad asociativa: La forma en que se agrupan los sumandos no afecta el resultado.

2. Resta: La resta es la operacion que facilita la diferencia entre dos numeros. Nos permite
encontrar cuanto falta para llegar de un numero a otro. Por ejemplo, si tenemos los numeros
naturales 8 y 3, la resta de estos numeros es 8 - 3 = 5.

En la resta, el numero del cual se resta se llama minuendo, el nimero que se resta se llama
sustraendo y el resultado se llama diferencia.

La resta se realiza alineando las cifras en las mismas posiciones y restando las cifras
correspondientes de derecha a izquierda. Es importante tener en cuenta que, para realizar
una resta, el minuendo debe ser mayor o igual que el sustraendo.
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3. Multiplicacion: La multiplicacion es una operacion que combina dos o mas numeros para
obtener un producto. Es un proceso de repeticion de sumas sucesivas. Por ejemplo, si
multiplicamos los numeros naturales 3 y 4, el resultado es 3 x 4 = 12, lo que significa que
estamos sumando el numero 3 consigo mismo 4 veces.

En la multiplicacion, los numeros se llaman factores y el resultado se llama producto.

La multiplicacion se realiza alineando las cifras en las mismas posiciones y multiplicando
las cifras correspondientes de derecha a izquierda.

La multiplicaciéon cumple con las siguientes propiedades:

- Propiedad conmutativa: El orden de los factores no afecta el producto.
- Propiedad asociativa: La forma en que se agrupan los factores no afecta el producto.

4. Division: La divisidn es una operacion que reparte una cantidad en partes iguales. Es la
operacion inversa de la multiplicacion. Por ejemplo, si dividimos el numero natural 12 entre
3, el resultado es 12 + 3 = 4, lo que indica que podemos repartir 12 en grupos de 3 y
obtenemos 4 grupos.

En la division, el numero que se divide se llama dividendo; el numero por el cual se divide se
llama divisor; el resultado se llama cociente y, en algunos casos, puede haber un residuo
o resto. Se pueden dar los siguientes casos:

- La division es exacta: El divisor divide al dividendo sin dejar residuo. En el ejemplo
anterior, 12 + 3 = 4, es una division exacta porque el 3 divide a 12 sin dejar residuo.

- La division es exacta: Si la division no es exacta, puede haber un residuo. El residuo es
el numero que queda después de realizar la division. Por ejemplo, si dividimos 13 entre
5, el resultado es 13 + 5 = 2 con un residuo de 3. Esto significa que podemos repartir 13
en grupos de 5 y obtenemos 2 grupos completos con un residuo de 3. El cociente es el
resultado entero de la division, mientras que el residuo es la parte que queda fuera de los
grupos completos.

Ademas, la division cumple con las siguientes propiedades:
- Propiedad de divisién por uno: Cualquier numero natural dividido por uno es igual a
ese mismo numero. Por ejemplo, a + 1 = a.

- Propiedad de cero dividido por un numero: Cero dividido por cualquier numero distinto
de cero es igual a cero. Por ejemplo, 0 + a = 0, donde a es cualquier numero natural
distinto de cero.
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- Propiedad de division por cero: La divisidon entre cero no esta definida en los numeros
naturales. No es posible dividir un numero en partes iguales si el divisor es cero. Por lo
tanto, cualquier expresion de la forma a + 0 es considerada indefinida.

3. DIVISIBILIDAD DE NUMEROS NATURALES.

3.1. MULTIPLOS Y DIVISORES DE UN NUMERO. USO DE LOS CRITERIOS DE
DIVISIBILIDAD.

Los multiplos y los divisores son dos conceptos que derivan de la divisién. Tal y como se ha
comentado con anterioridad, la divisién es una operacion utilizada para separar una cantidad en
partes iguales. Podria definirse también como el proceso inverso de la multiplicacion.

La division se representa matematicamente utilizando el simbolo de la barra de divisién (/) o el
simbolo de la division (+). La estructura general de una division es la siguiente:

Dividendo + Divisor = Conciente y resto.
La descripcion de cada uno de los elementos de la division es la siguiente:

Dividendo: Es el numero a dividir. Representa la cantidad
total a repartir o distribuir.

Divisor: Es el numero por el que se divide el dividendo.
Representa la cantidad que divide a la cantidad total.

Conciente: Es el resultado de la division. Representa la
cantidad a partes iguales en las que se divide el dividendo.

Resto: Es la cantidad que queda después de dividir el
dividendo por el divisor, cuando el conciente no es exacto.
El resto siempre es menor que el divisor.

Elementos de una division.
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Importante
La divisién puede expresarse también como una fraccién con el
dividendo en el numerador y el divisor en el denominador.

Multiplos y divisores de un numero

Se define multiplo de un niumero como el resultado de multiplicar otro nimero por un numero
entero. O lo que es o mismo, si el resultado de la multiplicacion de un numero por otro entero es
otro numero, entonces ese segundo numero es un multiplo del primero.

Al numero original, es decir, el que se multiplica por el entero se le denomina numero base. El
entero por el que se multiplica, se le denomina factor. Por tanto, el multiplo es el resultado de
multiplicar el numero base por el factor.

Por ejemplo, tenemos el numero base 3. Los multiplos de 3 serian 3, 6, 9, 12, 15, 18, y asi
sucesivamente. Aqui, el factor seria el niumero entero por el cual se multiplica 3 para obtener los
multiplos. Si el factor es 2, entonces los multiplos serian 6, 12, 18, y asi sucesivamente.

A partir de la definicidon, se puede concluir que todos los numeros tienen multiplo, ya que
cualquier numero multiplicado por 1 da su mismo numero, por lo que el numero original es
multiplo de si mismo.

Por su parte, los divisores de un numero son todos los numeros enteros que, al dividir el
numero original, nos dan un cociente entero y un residuo igual a cero. De forma general, los
divisores de un numero estan formados por todos los factores que se pueden multiplicar para
obtener ese numero. Mas concretamente, se puede decir que, si tenemos un numero entero
positivo n, los divisores de n son aquellos numeros enteros positivos que cumplen que:

e El divisor divide a n sin dejar residuo, es decir, la divisidn de n entre el divisor es exacta y el
residuo es cero.

e El divisor es menor o igual que n y mayor que cero.

Por ejemplo, los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6 y 12, ya que al dividir 12, entre cada uno de estos
numeros, se obtiene un cociente entero sin residuo.
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Recuerda
Todo numero tiene al menos dos divisores: el 1 y el propio numero.

3.2. NUMEROS PRIMOS. NUMEROS COMPUESTOS. DESCOMPOSICION DE
NUMEROS EN FACTORES PRIMOS.

NUmeros primos

Los numeros primos son aquellos numeros mayores que uno que poseen unicamente dos
divisores: el numero 1y ellos mismos. Es decir, no se puede dividir de forma exacta o con resto
cero, entre ningun otro numero.

Algunos ejemplos de numeros primos son: 2, 3, 7, 19 y 23. Por mucho que se busque, no se
encontrara ningun otro numero entre el que pueda dividirse de forma exacta.

O

Importante
El numero 1 no se considera un numero primo ya que solo puede dividirse entre si
mismo. Es decir, su unico divisor es el 1. Los numeros primos comienzan a partir del 2.

Los numeros primos son los elementos basicos para la construccion de otros numeros. Cada
numero entero puede ser expresado como una multiplicacién de numeros primos, esta propiedad
se denomina factorizacioén unica. Es decir, cualquier nimero entero se puede descomponer en
una combinacidén de factores primos unicos.

Ademas, no existe ningun patrén con el que se puedan calcular los numeros primos. Su aparicion
parece aleatoria, por lo que no se puede utilizar ninguna formula para calcularlos.

Se pueden definir algunos numeros primos ya que poseen ciertas peculiaridades. Los mas
importantes son:

e Numeros primos gemelos: Son pares de numeros primos que difieren en 2. Por ejemplo,
3, 5), (11, 13), (17, 19) son ejemplos de pares de numeros primos gemelos. Parece que
pueden existir nUmeros primos gemelos, aunque todavia hay que demostrarlo.
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e Numeros primos de Mersenne: Son numeros primos de la forma 27p - 1, donde p es un
numero primo. Estos numeros han sido objeto de estudio y busqueda de nuevos primos de
Mersenne. Son especialmente interesantes por sus propiedades y por su relacion con la
teoria de numeros.

e Numeros primos de Fermat: Son numeros de la forma 2/(2”n) + 1, donde n es un numero
entero no negativo. Los primeros numeros primos de Fermat son 3, 5, 17, 257, 65537. Han
sido objeto de investigacién y se han encontrado varios primos de Fermat. Sin embargo, no
se ha podido demostrar si hay infinitos primos de Fermat.

NUmeros compuestos

Los numeros compuestos son nimeros enteros mayores que 1 que poseen mas de dos
divisores. En otras palabras, son numeros que pueden ser divididos de manera exacta por otros
numeros diferentes del 1 y del propio numero.

Se diferencian de los numeros primos, en que los numeros compuestos pueden ser factorizados
en numeros mas pequefios distintos de 1 y del numero en si mismo.

Algunos ejemplos son el 4, el 6, el 8, el 14, el 16, etc. Se pueden factorizar en nimeros menores
diferentes del 1 y de si mismos. Por ejemplo, el nimero compuesto 12 puede ser factorizado en
2 x 2 x 3. Esta factorizacion muestra que 12 es divisible de manera exacta por 2 y por 3.

Los numeros compuestos tienen multiples divisores. Esto significa que se pueden dividir de
manera exacta por diferentes numeros enteros distintos de 1 y del propio numero. Por ejemplo,
el numero 15 es compuesto y se puede dividir exactamente por 3 y por 5.

Ademas, los niumeros compuestos pueden ser factorizados combinando de factores primos.
Esto se conoce como el Teorema Fundamental de la Aritmética. Por ejemplo, el nimero
compuesto 84 puede ser factorizado en 272 x 3 x 7. Esta factorizacién unica asegura que no
importa como se realice la factorizacion, el resultado sera el mismo conjunto de factores primos.

Los numeros compuestos tienen multiples divisores distintos de 1 y del numero mismo. Esto
significa que se pueden dividir de manera exacta por mas de dos numeros enteros. Por ejemplo,
el numero compuesto 30 es divisible por 2, 3, 5y 10. El hecho de que haya multiples divisores es
una propiedad clave de los numeros compuestos y es una diferencia sustancial con los numeros
primos, que solo tienen dos divisores.
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Dentro de los numeros compuestos, hay categorias especiales que se han estudiado en
profundidad. Son los numeros semiprimos, que son productos de dos numeros primos distintos,
y los nUmeros compuestos poderosos, que tienen la propiedad de que cualquier factor primo de
ellos también divide a su cociente. Estos tipos de niumeros compuestos tienen caracteristicas
matematicas interesantes y se emplean en diferentes campos.

Descomposicion de numeros en factores primos

Se conoce como descomposicidon de un numero en sus factores primos al proceso a través del
cual se descompone un numero en el producto de otros que son primos y unicos.

Tal y como hemos comentado, esto es posible gracias al Teorema Fundamental de la Aritmética,
por el que todo numero entero mayor que 1 se puede expresar de forma Unica como un producto
de factores primos.

Su aplicacién se extiende a diferentes ambitos como, por ejemplo, los siguientes:

Matematicas tedricas.

Criptografia.

Informatica.

Matematicas aplicadas.

Aplicaciones de la descomposicidon de niumeros.

3.3. CALCULO DE MULTIPLOS Y DIVISORES COMUNES A VARIOS NUMEROS.

Un multiplo es un numero que se obtiene al multiplicar un nimero por un entero. En otras
palabras, si un numero "a" es un multiplo de otro numero "b", significa que existe un entero "n"
tal que "a" es igual a "b" multiplicado por "n". Es decir, cumpliria la ecuacion: a=b * n.

Las caracteristicas principales de los multiplos son:

e Relacion con la multiplicacion: Un multiplo es el resultado de la multiplicacién de un numero
por otro entero. Por ejemplo, si consideramos el numero 5, algunos de sus multiplos son 10,
15, 20, etc., ya que cada uno de ellos se obtiene multiplicando 5 por un numero entero.
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¢ Infinitud de multiplos: Cada numero tiene infinitos multiplos. Por ejemplo, si consideramos
el numero 3, podemos obtener multiplos como 6, 9, 12, y asi sucesivamente, multiplicando
3 por diferentes enteros positivos o negativos.

e Multiplos de 0: Todos los numeros enteros son multiplos de cero (0) porque cualquier numero
multiplicado por cero es igual a cero. Por ejemplo, 0 es multiplo de 5 yaque 5*0 = 0.

e Multiplos de 1: Todos los numeros enteros son multiplos de uno (1) ya que cualquier nimero
multiplicado por uno es igual a si mismo. Por ejemplo, 10 es multiplo de 1 yaque 1 * 10 = 10.

e Relacion con los divisores: Si un numero "a" es multiplo de otro numero "b", entonces "b"
es divisor de "a". Esto implica que los multiplos y los divisores estan relacionados entre si.

Por otro lado, los divisores son numeros enteros que se pueden dividir de manera exacta en otro
numero sin dejar residuo, es decir, un divisor es un numero que divide a otro numero sin dejar
una fraccion o resto.

Algunas de las caracteristicas de los divisores son:

e Divisibilidad: Un numero "a" es divisible por otro numero "b" si la division entre "a" y "b"
resulta en un cociente entero. Esto se expresa como a es divisible por b, o también se
puede decir que b es divisor de a. Por ejemplo, el numero 15 es divisible por 3 ya que 15
dividido por 3 es igual a 5, sin dejar residuo.

e Divisores propios: Los divisores propios de un numero "a" son aquellos que son menores
n n

que "a" y que dividen a "a" sin dejar residuo. Por ejemplo, los divisores propios de 12 son 1,
2,3, 4y 6, ya que son menores que 12 y dividen a 12 sin dejar residuo.

e Divisores y multiplos: Existe una relacion estrecha entre los divisores y los multiplos. Si un
numero "b" es divisor de otro numero "a", entonces "a" es multiplo de "b". Por ejempilo, si 4
es divisor de 12, entonces 12 es multiplo de 4.

e Divisores de 1y el numero mismo: Todo numero entero es divisible por 1y por si mismo.
Estos son los divisores triviales de cualquier numero. Por ejemplo, 1 y 5 son divisores
triviales de 5, ya que 5 dividido por 1 es 5y 5 dividido por 5 es 1.

e Divisores primos: Los divisores primos son aquellos que son numeros primos. Un numero
primo solo tiene dos divisores: 1 y el propio numero primo. Por ejemplo, los divisores del
numero primo 7 son 1y 7.

El calculo de los multiplos y divisores comunes a varios numeros es una operacion importante
en matematicas y se utiliza para encontrar nimeros que sean tanto multiplos como divisores de
un conjunto de numeros dados.
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Estos numeros comunes son utiles en diversas aplicaciones, como, por ejemplo:

Simplificacion de fracciones.

Problemas de proporciones.

Buscar factores comunes.

Aplicaciones de la descomposiciéon de numeros.

A continuacién, explicaremos cémo realizar el calculo de los multiplos y divisores comunes a
varios numeros:

e Multiplos comunes:

- Identificacion de los numeros: Para calcular los multiplos comunes, se deben identificar
los numeros involucrados. Por ejemplo, si tenemos los numeros 6, 8 y 12, queremos
encontrar los multiplos comunes de estos numeros.

- Calculo de los multiplos: A continuacion, se deben calcular los multiplos de cada
numero individualmente. Por ejemplo, los multiplos de 6 son 6, 12, 18, 24, 30, etc.; los
multiplos de 8 son 8, 16, 24, 32, 40, etc.; y los multiplos de 12 son 12, 24, 36, 48, etc.

- Identificacion de los multiplos comunes: Finalmente, se deben identificar los numeros
que aparecen en las listas de multiplos de todos los numeros. En el ejemplo dado, el
numero 24 es un multiplo comun de 6, 8 y 12.

e Divisores comunes:

- ldentificacion de los nimeros: Para calcular los divisores comunes, se deben identificar
los numeros involucrados. Por ejemplo, si tenemos los numeros 24, 36 y 48, queremos
encontrar los divisores comunes de estos numeros.

- Calculo de los divisores: A continuacion, se deben calcular los divisores de cada niumero
individualmente. Por ejemplo, los divisores de 24 son 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12 y 24; los divisores
de36son1,2, 3,4,6,9,12,18 y 36; y los divisores de 48 son 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24 y 48.

- Identificacion de los divisores comunes: Finalmente, se deben identificar los nimeros
que aparecen en las listas de divisores de todos los numeros. En el ejemplo dado, los
divisores comunes de 24, 36 y 48 son 1, 2, 3, 4, 6, 12 y 24.
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3.4. MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D.) Y MiNIMO COMUN MULTIPLO (M.C.M.):
PROCEDIMIENTOS DE CALCULO.

El maximo comun divisor de dos numeros enteros "a" y "b" es el numero entero mas grande
que divide a ambos numeros sin dejar residuo. Por ejemplo, el maximo comun divisor de 12y 18
es 6, ya que 6, es el numero mas grande que divide a ambos numeros sin dejar residuo.

Las propiedades principales del maximo comun divisor son:

El maximo comun divisor es siempre un numero entero
positivo.

Si el maximo comun divisor de dos numeros es 1, se les
denomina primos relativos o coprimos.

Si un numero "a" es divisible por otro numero "b", entonces
su maximo comun divisor es igual a "b".

El maximo comun divisor de un numero es ay 0 es igual a a.

Propiedades principales del maximo comun divisor.

Los métodos para calcular el maximo comun divisor son los siguientes:

e Descomposicion en factores primos: Con este método se descomponen los numeros en
factores primosy luego se eligen aquellos factores primos comunes con el menor exponente.

Por ejemplo, si tenemos los numeros 24 y 36. Su descomposicion en factores primos es 24
=273 x 3M y 36 = 22 x 3/2. Luego, se toman los factores primos comunes con la menor
exponente, que son 22 x 3" = 12. Por lo tanto, el MCD de 24 y 36 es 12.

e Algoritmo de Euclides: Se basa en el principio de que el maximo comun divisor de dos
numeros es igual al maximo comun divisor del divisor mas pequefio y el residuo de la
division de los dos numeros. El proceso se repite hasta que el residuo sea cero, siendo el
ultimo divisor no nulo el maximo comun divisor.

Por ejemplo, para calcular el MCD de 48 y 18 utilizando el algoritmo de Euclides, se realizarian
las siguientes divisiones sucesivas: 48 + 18 = 2 con residuo 12, 18 + 12 = 1 con residuo 6, y
12 + 6 = 2 con residuo 0. Como el ultimo residuo es cero, el MCD es 6.
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Sus principales aplicaciones son:

Simplificacion de fracciones.

Calculo de fracciones equivalentes.

Resolucion de ecuaciones.

Aplicaciones principales del maximo comun divisor.

Los pasos para calcular el maximo comun divisor son los siguientes:

e Descomponer en factores primos: Se descompone cada uno de los numeros en factores
primos. Escribiremos los numeros en forma de multiplicacién de sus factores primos. Por
ejemplo, si se quiere calcular el maximo comun divisor de 24 y 36, se descomponen ambos
numeros en factores primos: 24 = 2A3 x 3" y 36 = 272 x 3/2.

¢ Identificacidon de factores primos comunes: Se identifican los factores primos que son
comunes a todos los numeros. Observaremos los exponentes de los factores primos y
encontraremos los factores primos que estan presentes en todos los numeros. En el ejemplo
anterior, los factores primos comunes son 272 y 3/\1.

e Calculo del producto: Elegiremos los factores primos comunes con la menor exponente y
los multiplicaremos. En el ejemplo anterior, el producto de los factores primos comunes es
272 x 3M =12

e Resultado: El resultado obtenido en el paso anterior es el maximo comun divisor de los
numeros originales. En este caso, el maximo comun divisor de 24 y 36 es 12.

Por otro lado, el minimo comun multiplo de dos o mas numeros enteros "a" y "b" es el nimero
entero mas pequefo divisible entre ambos numeros. Por ejemplo, el minimo comun multiplo de
4y 6es 12, yaque 12 es el numero mas pequeno que es divisible tanto por 4 como por 6.

Sus propiedades principales son:

e El minimo comun multiplo siempre es un numero entero positivo.
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e En caso de que los numeros primos, es decir, con maximo comun divisor 1, su minimo
comun multiplo es igual que el producto de los numeros.

e El minimo comun multiplo de dos numeros "a" y "b" siempre es mayor o igual al valor
absoluto de los numeros individuales.

e El minimo comun multiplo de dos numeros "a" y "b" es igual al producto de los factores
primos comunes y no comunes con el mayor exponente.

Los métodos principales para calcular el minimo comuin multiplo son:

e Método de descomposicion en factores primos: Igual que con el céalculo del maximo
comun divisor, se pueden descomponer los numeros en factores primos y luego elegir los
factores primos con la mayor exponente para calcular el minimo comun multiplo.

Por ejemplo, si se quiere calcular el minimo comun multiplo de 8 y 12, sera necesario
descomponer ambos numeros en factores primos: 8 = 2A3y 12 = 22 x 3. A continuacion,
se eligen los factores primos con la mayor exponente, que son 223 y 371, y se multiplican.
En el ejemplo anterior, el resultado seria 2A3 x 3M = 24,

e Utilizando el maximo comun divisor: Otra forma de calcular el minimo comun multiplo es
utilizando el maximo comun divisor. La relacién entre el minimo comun multiplo y el maximo
comun divisor se puede expresar como el producto de los numeros.

Por ejemplo, a y b, y dividiendo el resultado por el maximo comun divisor, es decir, (@*b)/
(maximo comun divisor).

Sus principales aplicaciones son:

Operaciones con fracciones.

Resolucion de problemas de proporciones.

Calcular periodos y ciclos.

Aplicaciones principales del minimo comun multiplo.
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Los pasos para calcular el minimo comun multiplo son los siguientes:

¢ Identifica los numeros: Elegiremos los numeros a los que cuales deseamos encontrar el
minimo comun multiplo.

e Descompondremos los numeros en factores primos: Para ello descomponemos cada
numero en su forma de multiplicacion de factores primos. Esto implica descomponer cada
numero en una multiplicacién de potencias de numeros primos. Por ejemplo, si tenemos el
numero 24, puedes descomponerlo como 23 x 3/1.

¢ Identificamos los factores primos: |dentificaremos todos los factores primos presentes
en la descomposicion de los numeros. Nos aseguraremos de incluir todos los factores
primos distintos, pero no repetiremos factores primos comunes.

e Determinaremos los exponentes maximos: Para ello encontraremos el exponente
maximo para cada factor primo identificado. Esto se consigue eligiendo el exponente mas
grande de ese factor primo entre los numeros que estas considerando. Si un factor primo
no esta presente en alguno de los numeros, su exponente maximo es 0.

e Calculamos el producto: Tomamos todos los factores primos identificados y los
multiplicamos, elevando cada factor a su exponente maximo. Esto nos dara el producto de
los factores primos.

e El resultado es el mem: El resultado obtenido en el paso anterior es el minimo comun
multiplo de los numeros originales.

3.5. APLICACIONES DE LA DIVISIBILIDAD Y USO DEL M.C.D. Y DEL M.C.M. EN
LA RESOLUCION DE PROBLEMAS ASOCIADOS A SITUACIONES COTIDIANAS.

En el siguiente ejemplo veremos una aplicacion practica de la divisibilidad en la resolucion de
problemas asociados a situaciones de la vida cotidiana.

Imaginemos que Ana esta organizando una fiesta de cumpleanos para su hijo. Quiere repartir los
regalos entre los nifos de manera equitativa, pero soélo tiene bolsas de regalos de 4 juguetes en
cada una. Ana quiere saber cuantas bolsas de regalos necesita para asegurarse de que todos
los juguetes se repartan sin sobrar ninguno.

La resolucion paso a paso es la siguiente:

1. El primer paso consistira en identificar la cantidad total de juguetes disponibles: Supongamos
que Ana tiene 24 juguetes en total para repartir.
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2. Después habra que determinar si la cantidad total de juguetes es divisible por el numero
de juguetes por bolsa: En nuestro caso, Ana tiene 24 juguetes y cada bolsa contiene 4
juguetes. Para que todos los juguetes se repartan sin que sobre ninguno, necesitamos que
la cantidad total de juguetes sea divisible entre 4.

3. Para que un numero sea divisible por 4, debe ser divisible por 2 dos veces consecutivas.
Esto significa que el numero formado por las ultimas dos cifras debe ser divisible por 4. En
este caso, las ultimas dos cifras del numero 24 son 4, que es divisible por 4.

4. Para terminar, como la cantidad total de juguetes (24) es divisible entre 4, podemos concluir
que Ana necesitara 24/4 = 6 bolsas de regalos para asegurarse de que todos los juguetes
se repartan sin que sobre ninguno.

Por tanto, para repartir los juguetes de manera equitativa, Ana necesitara 6 bolsas de regalo, ya
que cada bolsa contiene 4 juguetes y la cantidad total de juguetes disponibles es divisible por 4.
De esta manera, todos los nifios recibiran un regalo y no sobrara ninguno.

A continuacién, en el siguiente ejemplo veremos una aplicacion practica en la vida real del
maximo comun divisor.

Carlos esta organizando una fiesta y quiere colocar globos de diferentes colores como
decoraciones iguales en cada mesa. Tiene globos rojos y globos azules y quiere saber cuantos
globos puede colocar en cada centro de mesa sin que sobre ninguno en ninguna mesa.

La resolucion paso a paso es la siguiente:

1. Identificar la cantidad de globos rojos y azules: Supongamos que Carlos tiene 36 globos
rojos y 48 globos azules.

2. Habria que calcular el maximo comun divisor de los dos numeros, es decir, de 36 y de 48.

- Método 1: Utilizando el algoritmo de Euclides:
Divide 48 por 36: 48 =36 x 1 + 12.
Divide 36 por 12: 36 = 12 x 3 + 0.

El ultimo divisor distinto de cero es 12, por lo que el maximo comun divisor de 36 y 48
es 12.

- Método 2: Utilizando la descomposicion en factores primos:

Descompodn 36 y 48 en factores primos:

36 = 22 x 3/\2.
48 = 274 x 3/M.
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- Elige los factores primos con la menor exponente comun:

Por tanto, el maximo comun divisor de 36 y 48 sera igual a = 22 x 3"\ = 12.
3. Por tanto, el maximo comun divisor de 36 y 48 es 12. Esto significa que Carlos puede
colocar 12 globos en cada centro de mesa de manera equitativa sin que sobre ninguno.

En el siguiente ejemplo veremos una aplicacion practica en la vida real del minimo comun
multiplo.

Laura esta organizando un torneo de futbol para su instituto y necesita asignar los horarios
de entrenamiento para los equipos. Los entrenamientos deben llevarse a cabo en intervalos
regulares y Laura quiere calcular el minimo comun multiplo de dos horas para programar los
entrenamientos.

La resolucion del problema paso a paso es la siguiente:

1. Laura debera identificar las horas disponibles para los entrenamientos: Supongamos que
Laura desea programar entrenamientos en intervalos de 3 horas y 4 horas.

2. Calcula el minimo comun multiplo de las horas, es decir, el minimo comun multiplo de 3 y 4.
Esto se puede hacer de dos formas:

- Método 1: Utilizando la descomposicion en factores primos:
Descompodn 3 y 4 en factores primos:
3 =3M.
4 =212,
Selecciona los factores primos con la mayor exponente en cualquier numero:
Minimo comun multiplo de 3y 4 = 22 x 3/ = 12.

- Método 2: Observando los multiplos de los numeros:
Los multiplos de 3 son: 3, 6, 9, 12, 15, 18, etc.
Los multiplos de 4 son: 4, 8, 12, 16, 20, etc.
El primer multiplo comun que aparece en ambas listas es 12.
Por lo tanto, el minimo comun multiplo de 3y 4 es 12.

Esto quiere decir que Laura puede programar los entrenamientos en intervalos de 12 horas
para asegurarse de que los equipos tengan sesiones de entrenamiento regulares sin que se
superpongan.
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Ideas clave

e Los numeros naturales son aquellos numeros enteros positivos utilizados para contar
y ordenar. Tienen propiedades como la cerradura, por la que la suma o multiplicacion de
dos numeros naturales siempre da como resultado otro numero natural; y la propiedad del
orden, que establece que los numeros naturales se pueden ordenar de manera creciente.

e Los numeros primos son aquellos numeros naturales mayores que 1 que solo son divisibles
por si mismos y por 1.

e Los numeros compuestos son aquellos numeros naturales mayores que 1 que tienen mas
de dos divisores.

e La descomposicion factorial es el proceso de expresar un numero como el producto de
sus factores primos. Esto nos permite analizar su estructura y desglosar el numero en sus
componentes fundamentales.

e Lasreglas de divisibilidad son pautas o criterios que nos permiten determinar si un numero
es divisible por otro sin realizar la division completa.

+
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e Los numeros naturales, multiplos, divisores, minimo comun multiplo tienen diferentes
aplicaciones practicas, como en la simplificacion de fracciones, la resolucién de problemas
de reparto equitativo, el calculo de fracciones equivalentes y la resolucion de problemas de

proporcionalidad.
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Glosario

e Divisor: Numero que divide exactamente a otro numero sin dejar residuo. Un divisor divide
a otro numero sin dejar residuo si la division es exacta.

e Maximo comun divisor: El nuUmero mas grande que divide exactamente a dos o mas
numeros.

e Minimo comun multiplo: El nimero mas pequeno que es multiplo comun de dos o mas
numeros.

e Multiplo: Resultado de la multiplicacion de un numero por otro entero. Un numero es
multiplo de otro si se puede obtener multiplicando ese numero por un entero.

e Numero natural: Cualquier niumero entero positivo, sin incluir el cero.
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Enlaces web de interés

6 NUmeros naturales.

8 Divisibilidad, multiplos v divisores.

“& Minimo_comun _multiplo.

“& Maximo comun divisor.

& NUmeros naturales y operaciones.
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https://concepto.de/numeros-naturales/
https://www.lasclasesdelaura.com/divisibilidad-multiplos-y-divisores-criterios-de-divisibilidad/

https://www.smartick.es/blog/matematicas/multiplicaciones-y-divisiones/minimo-comun-multiplo-mcm/
https://www.smartick.es/blog/matematicas/multiplicaciones-y-divisiones/mcd-maximo-comun-divisor/
https://www.superprof.es/diccionario/matematicas/aritmetica/operaciones-naturales.html
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